TOPOLOGIE SUR L'ENSEMBLE DES PARTIES 
POSITIVES D'UN RÉSEAU 

CÉDRIC BONNAFÉ 

RÉSUMÉ. Nous définissons une notion de partie positive d'un réseau A et munis- 
sons l'ensemble de ces parties positives d'une topologie. Nous étudions ensuite 
quelques propriétés de cette topologie, en la comparant à celle de V* /R^q, où V* 
est l'espace vectoriel dual de R (^z A. 

Abstract. We define a notion of positive part oî a lattice A and we endow the 
set of such positive parts with a topology. We then study some properties of this 
topology, by comparing it with the one of V* /R^q, where V* is the dual vector 
space of R 0z A. 



Fixons dans cet article un réseau A et notons \^ = M Cg)^ A. Une partie X de A 
est dite positive si les conditions suivantes sont satisfaites : 

• A = XU (-X). 

• X + X CX. 

• X n {—X) est un sous-groupe de A. 

Nous noterons l3^os{A) l'ensemble des parties positives de A. Le but de cet article 
est d'étudier cet ensemble, et notamment de le munir d'une topologie, ceci de façon 
fonctorielle. 



Nous définissons notamment deux applications Pos : V* /W^q j^os{A) et vr : 
^os(A) — s> V*/M.yo dont nous montrons qu'elles sont continues et vérifient vroPos = 
Idy*/K>o- plus, Pos induit un homémorphisme sur son image, et celle-ci est dense 
dans ^os(A). Ces propriétés sont résumées dans le théorème I2.17[ 

Nous terminons cet article par une étude des arrangement d'hyperplans dans 
^os(A), en montrant notamment que l'intuition classique sur les arrangements 
d'hyperplans réels reste valide. 

Ces résultats seront utilisés ultérieurement par l'auteur pour étudier le comporte- 
ment des cellules de Kazhdan-Lusztig lorsque les paramètres varient [IJ. 
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1. Parties positives d'un réseau 

Le but de cette section est d'étudier l'ensemble des parties positives de A. Nous 
munirons cet ensemble d'une topologie dans la section suivante. 

l.A. Définitions, préliminaires. Une partie X de A est dite positive si les condi- 
tions suivantes sont satisfaites : 

(PI) A = XU (-X). 
(P2) X + X C X. 

(P3) X n (—X) est un sous-groupe de A. 

Nous noterons ^os(A) l'ensemble des parties positives de A. Donnons quelques 
exemples. Pour commencer, notons que A G J^os{A). Soit F un groupe totalement 
ordonné et soit (/? : A — >^ F un morphisme de groupes. Posons 

Pos(^) = {A G A I </?(A) ^0} 

et Pos+((/?) = {A G A I v?(A) > 0}. 

Alors il est clair que 

(1.1) Ker Lp = Pos(v9) n Pos(-v9) = Pos(v9) n - Pos(v9) 
et que 

(1.2) Pos{ip) est une partie positive de A. 
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Lemme 1.3. Soit X une partie positive de A. Alors : 

(a) -X G ^os(A). 

(b) G X. 

(c) 5*2 A G A et si r & Z>o est tel que rA G X. Alors A G X. 

(d) A/(X n (—X)) est sans torsion. 



Démonstration, (a) est immédiat, (b) découle de la propriété (PI) des parties posi- 
tives, (d) découle de (c). Il nous reste à montrer (c). Soient A G A et r G Z>o 
tels que rA G X. Si A ^ X, alors —A G X d'après la propriété (PI). D'où 
A = rA + (r — 1)(— A) G X d'après (P2), ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc 
A G X. □ 



Nous allons montrer une forme de réciproque facile à la propriété ll.2[ Soit X G 
<î^os(A). Notons canx : A A/(X fl (—X)) le morphisme canonique. Si 7 et 7' 
appartiennent à A/(X fl (—X)), nous écrirons 7 l' s'il existe un représentant de 
7' — 7 appartenant à X. Il est facile de vérifier que 

(1.4) 7 ^xl' si et seulement si tout représentant de 7' — 7 appartient à X. 

On déduit alors facilement des propriétés (PI), (P2) et (P3) des parties positives 
que 

(1.5) (^/(-^ l~l (~-^)); ^x) est un groupe abélien totalement ordonné 
et que 

(1.6) X = Pos(canx). 



l.B. Conséquences du théorème de Hahn-Banach. Si X est une partie posi- 
tive de A, on pose X+ = X \ (—X). On a alors 

(1.7) A = X Ù (-X+) = X+ Ù (-X) = X+ Ù (X n (-X)) Ù (-X+), 

011 ù désigne l'union disjointe. De plus, si : A ^ F est un morphisme de groupes 
abéliens et si F est un groupe totalement ordonné, alors 

(1.8) Pos+(v7) = Pos(v?)+. 

Si ip est une forme linéaire sur V , nous noterons abusivement Pos(v9) et Pos^((/9) les 
parties Pos(v9|a) et Pos^(v9|a) de A. 

Lemme 1.9. Soit X une partie positive propre de A, soit F un groupe abélien 
totalement ordonné archimédien et soit ip : A ^ T un morphisme de groupes. Alors 
les conditions suivantes sont équivalentes : 
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(1) X Ç Pos((/.); 

(2) X+ Ç Pos(^); 

(3) Pos+(<^) Ç X+; 

(4) Pos+((^) Ç X. 

Démonstration. Il est clair que (1) implique (2) et que (3) implique (4). 

Montrons que (2) implique (3). Supposons donc que (2) est vérifiée. Soit A G A 
tel que ^{X) > et supposons que A ^ X+. Alors, d'après ll.7[ A G —X. Or, 
si /i G A, il existe k G Zi>o tel que (p{fi — kX) = (p{fi) — k(p{X) < (car F est 
archimédien) . Donc fi — kX ^ X~^ d'après (2). Donc — kX E —X d'après [TTH 
Donc, n = {ji — kX) + /cA G {—X). Donc A Ç —X, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Montrons que (4) implique (1). Supposons donc que Pos'^(<y9) Ç X. En prenant le 
complémentaire dans A, on obtient (— X"*") = (— X)+ Ç Pos(— et donc, puisque 
(2) implique (3), on a Pos~''(— v?) Ç —X^. En reprenant le complémentaire dans A, 
on obtient X Ç Pos(v3). □ 

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant : 

Lemme 1.10. Soient Xi,. . . , A„ des éléments de A et supposons trouvé un n-uplet 
ti,. . . , tn de nombres réels strictement positifs tels que tiAi + - ■ ■+tnXn = 0. Alors 
il existe des entiers naturels non nuls ri,. . . , r„ tels que riAi + ■ ■ ■ + r^A^ = 0. 

Démonstration. Notons y l'ensemble des n-uplets (ui, . . . , m„) de nombres réels qui 
satisfont 

Ul H h Mn = 1, 

UiXi + ■ ■ ■ + UnXn = 0. 

Écrit dans une base de A, ceci est un système linéaire d'équations à coefficients 
dans Q. Le procédé d'éhmination de Gauss montre que l'existence d'une solution 
réelle implique l'existence d'une solution rationnelle t° = {t^, . . . et l'existence 
de vecteurs wi,. . . , fr G Q" tels que 

y = {t° + XiVi + ■ ■ ■ + XrVr \ (Xi, . . . , Xr) G MJ'}. 

En particulier, il existe G M tels que 

(tl, . . . , t„) = t° + XiVi H h XrVr- 

Puisque ti,. . . , t„ sont strictement positifs, il existe x[,. . . , x'^. dans Q tels que les 
coordonnées de t° + x'iVi + ■ ■ ■ + x'^Vr soient strictement positives. Posons alors 
(«1, . . . , Un) = t° + x'iVi + ■ ■ ■ + x'j.Vr. On a donc Ui G Q>o pour tout i et 

UiXi H h UnXn = 0. 
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Quitte à multiplier par le produits des dénominateurs des m,, on a trouvé ri,. . . , 
Tn G Z>o tels que 

riAi H h rnXn = 0, 

comme attendu. □ 

Théorème 1.11. Soit X une partie positive de A différente de A. Alors : 

(a) // existe une forme linéaire ip sur V telle que X Ç Pos(y9). 

(b) Si iç et iç' sont deux formes linéaires sur V telles que X Ç Pos(v9) nPos(y9'), 
alors il existe n G ]R>o tel que iç' = K,ip. 

Démonstration. Notons "îo^ l'enveloppe convexe de X"*". Notons que X"*" (et donc 
'^^) est non vide car X 7^ A. Nous allons commencer par montrer que ^ . 
Supposons donc que G . Il existe donc Ai,. . . , dans X+ et ti,. • • , tn dans 
M>o tels que 

ti + --- + tn = l, 

tlAi + ■ ■ ■ + tn\n = 0. 

D'après le lemme I1.10[ il existe ri,. . . , r„ G Z>o tels que miAi = — (m2A2 + ■ • ■ + 
m„A„). Donc miAi G X fl —X (voir la propriété (P2)). Donc, d'après le lemme [L3l 
(a) et (c), on a Al G X n —X, ce qui est impossible car Ai G X+ = X \ (—X). Cela 
montre donc que 

^^+. 

L'ensemble étant convexe, il découle du théorème de Hahn-Banach qu'il existe 
une forme linéaire non nulle sur V telle que 

^+ Ç {A G 1^ I (^(A) ^0}. 

En particulier, 

(*) X+ Ç^+nAÇPos(¥?). 

D'après le lemme fL9l et puisque M est archimédien, on a bien X Ç Pos(<y9). Cela 
montre (a). 

Soit (f' une autre forme linéaire telle que X Ç Pos{(f'). Posons f/ = {A G 
V I (p{X) > et v^'(A) < 0}. Alors U est un ouvert de V. Fixons une Z-base 
(ei, . . . , e^) de A. Si U ^ 0, alors il existe A G Q ®z A et e G Q>o tels que A, 
A + eei,. . . , A + eed appartiennent à U. Quitte à multiplier par le produit des 
dénominateurs de e et des coordonnées de A dans la base (ei, . . . , e^), on peut sup- 
poser que A G A et e G Z>o. Mais il est clair que f/ n X+ = et f/ n (-X+) = 0. 
Donc f/ n A est contenu dans X fl (—X). Ce dernier étant un sous-groupe, on en 
déduit que ee^ G Xn(— X) pour tout i. D'oii, d'après le lemme [L3] (c). Cj G Xn(— X) 
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pour tout i. Donc X = A, ce qui est contraire à l'hypothèse. On en déduit que U 
est vide, c'est-à-dire qu'il existe k G M>o tel que (p' = Kip. D'oii (b). □ 

Si if est une forme linéaire sur V, nous noterons (f sa classe dans V^*/M>o. Nous 
noterons p : V* — > V*/M>o la projection canonique. L'application Pos : V* 
l3^os{A) se factorise à travers p en une application Pos : l^*/M>o — > ^os(A) rendant 
le diagramme 



V* 



P 



Pos 



commutatif. D'autre part, si X G ^os{A), nous noterons vr(X) l'unique élément 
G V^*/M>o tel que X Ç Pos((^) (voir le théorème ll.lip . On a donc défini deux 
applications 

V^VM>o ^os(A) ^ V*/Ryo 

et le théorème 11.111 (b) montre que 



(1.12) TT O Pos = Idy./K^,, 



Donc TT est surjective et Pos est injective. En revanche, ni vr, ni Pos ne sont des 
bijections (sauf si A est de rang 1). Nous allons décrire les fibres de tt : 

Proposition 1.13. Soit ip une forme linéaire non nulle sur V. Alors l'application 

i(p : 3^os{KeY ip\i^) — > 7r^^((^) 

X I — > XUPos+(^) 

est bien définie et bijective. Sa réciproque est l'application 

7r~^((^) — > ^os{Ker ip\/<^) 
Y I — y YnKeT<p\X. 

Remarque - Il est facile de voir que tt^^{Ô) = {A}. Nous pouvons aussi définir 
une application ig : ^os{A) ^os(A) par la même formule que dans la proposition 
11.131 : alors ig est tout simplement l'application identité mais on a dans ce cas-là 

7T-\Ô) ^ i5(^0s(A)). □ 

Démonstration. Montrons tout d'abord que l'application i^ est bien définie. Soit 
X G ^os(Ker (^|A). Posons Y = X U Pos~^{!f). Montrons que Y est une partie 
positive de A. Avant cela, notons que 

(*) Y Ç Pos((^). 
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(1) Si A G A, deux cas se présentent. Si 7^ 0, alors A G Pos^((y9)U— Pos^(v?) Ç 
Y U i-Y). Si (^(A) = 0, alors A G Kei^U, donc A G X U Ç y U {-Y) car X 
est une partie positive de Kenplx- Donc A = y U {—Y). 

(2) Soient A, /i G F. Montrons que X + fi E Y . Si V2(A + /i) > 0, alors A + G 
Pos^(v9) Ç Y. Si V9(A + yu) = 0, alors il résulte de (*) que v^(A) = ip{fi) = 0, donc 
A, /i G Kery^lA- En particulier, A, /i G X et donc X + fiEX + XÇXÇY. Donc 
F + F Ç F. 

(3) On a F n (-F) = X n (-X), donc F H (-F) est un sous-groupe de A. 

Les points (1), (2) et (3) ci-dessus montrent que F est une partie positive de 
A. L'inclusion (*) montre que vr(F) = ip, c'est-à-dire que F G TT~^{(p). Donc 
l'application est bien définie. 

Elle est injective car, si X G <^^os (Ker y9| a), alors X fl Pos^((/3) = 0. Montrons 
maintenant qu'elle est surjective. Soit F G 7r~^((^). Posons X = F flKery^lA. 
Alors X est une partie positive de Ker^^lA d'après le corollaire 11. 181 Posons Y' = 
X U Pos^ Il nous reste à montrer que F = F'. 

Tout d'abord, Pos^(v9) Ç F car 71 (Y) = (f par hypothèse et X Ç F. Donc 
F' Ç F. Réciproquement, si A G F, deux cas se présentent. Si v^(A) > 0, alors 
A G Pos+(v?) Ç F'. Si (^(A) = 0, alors A G F n Ker (^|a = X Ç F'. Dans tous les 
cas, A G F'. □ 



Exemple 1.14 - Si ip est une forme linéaire non nulle sur V, alors Pos{(f) = 

Nous pouvons maintenant classifier les parties positives de A en termes de formes 
linéaires. Notons ^(A) l'ensemble des suites finies {ipi, . . . , ipr) telles que (en posant 
V'o = 0), pour tout i G {1, 2, ... , r}, ipi soit une forme linéaire non nulle sur M(8)a(An 
Keiipi-i). Par convention, nous supposerons que la suite vide, notée 0, appartient 
à ^(A). 

Posons d = dimV. Notons que, si {ipi, . . . ,ipr) G ^(A), alors r^d. Nous 
définissons donc l'action suivante de (M>o)'^ sur ^{A) : si {ki, . . . , Ko) G (M>o)'^ 
et si {ipi, . . . , ipr) G ^(A), on pose 

(KI, . . . , Krf) ■ {(fl, . . .,ipr) = (tlV^l, • • • , Krifir)- 

Munissons W de l'ordre lexicographique : c'est un groupe abélien totalement or- 
donné et {ipi, . . . , (fr) : A ^ W est un morphisme de groupes. Donc Pos(v9i, . . . , ipr) 
est bien défini et appartient à l3^os{A). En fait, toute partie positive de A peut être 
retrouvée ainsi : 
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Proposition 1.15. L'application 

^(A) — > ^os(A) 
(fi I — > Pos{(fi) 

est bien définie et induit une bijection ^(A)/(R>o)'^ — > ^os(A). 

Remarque - Dans cette proposition, on a posé par convention Pos(0) = A. □ 

Démonstration. Cela résulte immédiatement d'un raisonnement par récurrence sur 
le rang de A en utilisant le théorème 11.111 et la proposition 11.131 □ 

Si 9? G ^(A), nous noterons (fi sa classe dans ^(A)/(]R>o)'^ et nous poserons 
Pos(^) = Pos(y5). Comme corollaire de la proposition 11.151 nous obtenons une 
classification des ordres totaux sur A (compatibles avec la structure de groupe), ce 
qui est un résultat classique [3]. En fait, se donner un ordre total sur A est équivalent 
à se donner une partie positive X de A telle que X fl (—X) = 0. Notons ^o(A) 
l'ensemble des éléments {ipi, . . . , (pr) £ ^(A) tels que A fl Ker ip^ = 0. 

Corollaire 1.16. L'application décrite dans la proposition ïTT^ induit une bijection 
entre l'ensemble ^q{A) / (R-^qY et l'ensemble des ordres totaux sur A compatibles 
avec la structure de groupe. 



l.C. Fonctorialité. Soit cr : A' ^ A un morphisme de groupes abéliens. Le résultat 
suivant est facile : 

Lemme 1.17. Si X est une partie positive de A, alors a^^{X) est une partie positive 
de A'. 

Démonstration. Soit X G J^os{A). Posons X' = a^^{X). Montrons que X' G 
^os(A'). 

(1) On a X' U (-X') = a-\X U (-X)) = a-\A) = A'. 

(2) Si A' et fl' sont deux éléments de X', alors cr(A') et cr(/x') appartiennent à X. 
Donc a(A') + a{fi') G X. En d'autres termes. A' + /i' G X'. Donc X' + X' Ç X'. 

(3) On a X' n (-X') = a-\X f] (-X)), donc l'ensemble X' n (-X') est un 
sous-groupe de A'. □ 



Corollaire 1.18. Si A' est un sous-groupe de A et si X est une partie positive de 
A, alors X fl A' est une partie positive de A'. 
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Si 0" : A' —i> A est un morphisme de groupes abéliens, nous noterons a* : ^os(A) 
J^os{A'), X 1—^ a~^{X) induite par le lemme [T.17[ Si t : A" —>■ A' est un morphisme 
de groupe abéliens, il est alors facile de vérifier que 



(1.19) 



(T o a] 



(TOT 



D'autre part, si on note V = R ®z A', alors a induit une application M-linéaire 
j : V — ^ V dont nous noterons : V* — > V* l'application duale et *criR : 



V* 



l'application (continue) induite. Il est alors facile de vérifier 



que le diagramme 



V*/l 



Pos 



->0 



^os(A) 



TT 



V*/l 



->0 



(1.20) 



t- 



Pos 



a' 



^os(A') 



TT 



V'*, 



t- 



^>0 



est commutatif (oii Pos et vr' sont les analogues de Pos et vr pour le réseau A'). 



2. TOPOLOGIE SUR ^os{A) 

Dans cette section, nous allons définir sur ^os(A) une topologie et en étudier 
les propriétés. Nous allons notamment montrer que la plupart des applications 
introduites dans la section précédente (Pos, vr, i^,...) sont continues. 



2. A. Définition. Si E est une partie de A, nous poserons 

^{E) = {X e ^os(A) \XnE = 0}. 

Si Al,. . . , An sont des éléments de A, nous noterons pour simplifier (Ai, . . . , A„) 
l'ensemble '^({Ai, . . . , A^}). Si cela est nécessaire, nous noterons ces ensembles 
'^a{E) ou '^a(Ai, . . . , Xn). On a alors 

(2.1) ^(E) = fl ^(A). 
Notons que 

(2.2) ^(0) = ^os(A) et ^{A) = {0}. 
D'autre part, si {Ei)içf est une famille de parties de A, alors 

(2.3) []^{E,) = ^{[jE,). 
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Une partie ^ de ^os{K) sera dite ouverte si, pour tout X G il existe une partie 
finie E de A telle que X G '^(E) et '^(E) C L'égalité E3 montre que cela 
définit bien une topologie sur ^os(A). 

Proposition 2.4. Si est un ouvert de l^os{h) contenant K, alors = ^os{A). 
En particulier, i^os(A) est connexe. Si A ^ 0, alors il n'est pas séparé. 

Démonstration. Par définition, il existe une partie finie iï' de A\A telle que ^ (E) Ç 
^ . Mais on a forcément E = 0, donc = J^os{A) d'après ES D'oii le résultat. 

Le fait que ^os{A) n'est pas séparé (lorsque A 7^ 0) en découle : le point A de 
â^os{A) ne peut être séparé d'aucun autre. □ 

Exemple 2.5 - L'espace topologique ^os{Z) n'a que trois points : Z, Z^o et Z<go- 
Sur ces trois points, seul Z est un point fermé et Z^q et Z<go sont des points ouverts 
(en effet, {Z^o} = '^(-l) et {Z^o} = ^(1))- □ 

Il est clair que la topologie sur ^os(A) définie ci-dessus est la topologie induite 
par une topologie sur l'ensemble des parties de A (définie de façon analogue) : cette 
dernière est très grossière mais sa restriction à ^os(A) est plus intéressante. 

Nous aurons besoin de la propriété suivante des ensembles (E) : 

Lemme 2.6. Soit E une partie finie de A. Alors les assertions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) ^{E) = 0. 

n 

(2) // existe n^l, . . , \n E E et ri,. . . , Vn E Z>o tels que r^Aj = 0. 

i=l 

(3) // n'existe pas de forme linéaire ip sur V* telle que (f{E) C M>o- 

Démonstration. S'il existe une forme linéaire (p sur V* telle que (p{E) Ç R>o, alors 
Pos(-(^) e '^{E), et donc "^{E) ^ 0. Donc (1) (3). 

Supposons trouvés Ai,. . . , A„ G -E et ri,. . . , r„ G Z>o tels que riAi + - ■ ■+r„A„ = 0. 

Alors, si X G ^ (E), on a — A2,. . . , — A„ G X. Mais riAi = — r2A2 — ■ ?"nA„ G X, 

donc Al G X, ce qui contredit l'hypothèse. Donc (2) =^ (1). 

Il nous reste à montrer que (3) =^ (2). Supposons que (2) n'est pas vraie. Nous 
allons montrer qu'alors (3) n'est pas vraie en raisonnant par récurrence sur la di- 
mension de V (c'est-à-dire le rang de A). Posons 

^ = {tiAi + ■ ■ ■ tnXn \ n^l, Al, . . . , A„ G A, ti, . . . , t„ G M>o}- 



TOPOLOGIE SUR l'ensemble DES PARTIES POSITIVES D'UN RESEAU 



11 



Alors ^ est une partie convexe de V contenant E et, d'après le lemme II.IUI et le 
fait que (2) ne soit pas vraie, on a ^ Par conséquent, il résulte du théorème 
de Hahn-Banach qu'il existe une forme linéaire non nulle ip telle que (p{^) Ç R^q- 
Posons A' = {Kenp) (1 A et E' = E (1 A. Alors l'assertion (2) pour E' n'est pas 
vraie elle aussi donc, par hypothèse de récurrence, il existe un forme linéaire ip sur 
V = M A' Ç V telle que ipi^E') C M>o- Soit une extension de ■?/' à V. Puisque 
ip{E\E') C M>o, il existe £ > tel que ip{X) +etjj{X) > pour tout Xe E\E'. Mais 
on a aussi, si A G E', Lp{X) + etjjiX) = eijj{X) > 0. Donc + eï'){E) C M>o. □ 

Si (f est une partie de ^os(A), nous noterons S" son adhérence dans ^os(A). 
Corollaire 2.7. Soit E une partie finie de A telle que ^ (E) ^ 0. Alors 

Démonstration. Posons 

et ^ = ^os(A) \ 

Alors ^ est fermé dans ^os(A) et contient "^{E). Donc '^{E) Ç ^. 
Réciproquement, soit X G ^os(A) \ '^{E). Nous devons montrer que 

(?) X eff. 

Puisque ^os{A) \ ^[E) est un ouvert, il existe une partie finie F de A telle que 
X G -^(F) et '^(F) Ç ff. En particulier, '^{F) n '^(F) = 0. En d'autres termes, 
d'après 12.31 on a, ^ {EU F) = 0. Donc, d'après le lemme 12.61 il existe m ^ 0, ^ 0, 
Al,. . . , A^ G F, /il,. . . , /i„ G F, ri,. . . , r^, Si,. . . , s„ G Z>o tels que 

riAi H h rmXm + si/ii H h s„/i„ = 

et m + n^l. En fait, comme (F) et ^ (F) sont toutes deux non vides, il découle 
du lemme 12.61 que m, n ^ 1. 

Si X ^ ^, alors —Xi G X pour tout z, ce qui implique que si/^i + ■ — h Snfin G X. 
Cela ne peut se produire que si au moins l'un des Hj appartient à X, mais c'est 
impossible car F fl X = 0. D'oii (?). □ 

Exemple 2.8 - Le corollaire 12.71 n'est pas forcément vrai si ^{E) = 0. En 
effet, si A G A \ {0}, alors ^{X, —A) = mais, du moins lorsque diml^ ^2, on a 
'^(A) U^(-A) ^ ^os(A). □ 
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2.B. Fonctorialité. Si A' est un autre réseau et si cr : A' A est un morphisme 
de groupes et si E' est une partie de A', alors 

(2.9) {aT'{'^AE'))=^j,{a{E')). 

Preuve de \2.9l Soit X une partie positive de A. Alors X G (a*)^^ ('^a'(-E')) (resp. 
X e '^a((t(^'))) si et seulement si cr-^{X) n E' = (resp. X n cr{E') = 0). Il est 
alors facile de vérifier que ces deux dernières conditions sont équivalentes. □ 

Cela implique le résultat suivant : 
Proposition 2.10. L'application a* : ^os(A) ^os(A') est continue. 

2.C. Continuité. D'après la section [T], nous avons équipé l'espace topologique 
^os{A) de deux applications Pôs : 1^VM>o ^os(A) et vr : ^os(A) V* /R^o 
telles que ttoPos = Idv*/R>o. Nous montrerons dans le théorème 12.111 que ces appli- 
cations sont continues (lorsque V*/'R^o est bien sûr muni de la topologie quotient) 
et nous en déduirons quelques autres propriétés topologiques de ces applications. 
Avant cela, introduisons la notation suivante : si E est une partie finie de A, on 
pose 

y{E) = {^e vyRyo \ y XeE, ip{X) < 0}. 

Si cela est nécessaire, nous noterons i^A^E) l'ensemble Y{E). Alors 

p-\y{E)) = {^eV* \ \f XeE, V2(A) < 0}. 

Donc p^^i^y^Ej) est ouvert, donc y{E) est ouvert dans y*/]R>o par définition de 
la topologie quotient. 



Proposition 2.11. Les applications Pos et vr sont continues. De plus : 

(a) Pos induit un homéomorphisme sur son image. 

(b) L'image de Pos est dense dans 0^os{K). 

Démonstration. Soit E une partie finie de A. Alors 

(2.12) P^~'(^(E)) = -TiE). 

Donc Pos ^{^{E)) est un ouvert de V* /R^q. Donc Pos est continue. 
Montrons maintenant que vr est continue. Nous procéderons par étapes : 

Lemme 2.13. Les '^{E), où E parcourt l'ensemble des parties finies 
de A, forment une base d'ouverts de V*/R^q. 
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Preuve du lemme ïKTR Soit %' un ouvert de V*/M>o et soit (p une 
forme linéaire sur V telle que ip E . Nous devons montrer qu'il 
existe une partie finie E de V telle que G y{E) et y{E) C . 

Si (y9 = 0, alors ^ = y*/R>o et le résultat est clair. Nous sup- 
poserons donc que ip 0. Il existe alors Aq G A tel que v^(Ao) > 0. 
Quitte à remplacer (p par un multiple positif, on peut supposer que 
ip{Xo) = 1. Notons J^o l'hyperplan affine {ip e V* \ tp^Xo) = 1}. Alors 
l'application naturelle Jifo V* f^yo induit un homéomorphisme 
1/ : ^ yi-Xo). De plus, (p = z/^Hv^) ^ J^o- Donc cp G 1/"^^ n 
y(— Ao)). Il suffit dons de vérifier que les intersections finies de demi- 
espaces ouverts rationnels (i.e. de la forme {ip G J^o \ i^W > ^} où 
n G Z et A G A\ZAo) forment une base de voisinages de l'espace affine 
J^, ce qui est immédiat. □ 

Compte tenu du lemme 12.131 il suffit de montrer que, si E est une partie finie de 
A, alors 7r~^(y(_E)) est un ouvert de ^os(A). De plus, 

riE) = fi r(A). 

À6-E 

Par conséquent, la continuité de n découlera du lemme suivant: 



Lemme 2.14. Si X E A, alors tx ^{^{X)) est un ouvert de ^os{A). 
Preuve du lemmeWÂA Soit X G ^^^{^{X)) et soit ip = vr(X). Par 



définition, <p{X) < et donc X ^ X. Soit ei,. . . , e„ une Z-base de A. 
Il existe un entier naturel non nul N tel que ip{X ± ^^i) < pour tout 
i. Quitte à remplacer A par A^A, on peut supposer que (p{X ± Cj) < 
pour tout i. On pose alors 

E = {X + Cl, X - Cl, . . . , X + Cn, X - e„}. 

Alors X E [E) par construction. Il reste à montrer que [E) Ç 
7r^^('^(A)). Soit Y G %'{E) et posons = ^(^)- Supposons de plus 
que Ip ^ "^(A). On a alors ip{X) ^0. D'autre part, ip{X ± Cj) ^0 pour 
tout i. Cela montre que 2ip{X) = ip{X + ei) -|- ipi^X — ei) ^ 0, et donc 
ipi^X) = ip^X + Ci) = 0, et donc ip{ei) = pour tout i. Donc ip est nulle 
et donc y = A, ce qui contredit le fait que Y G '^{E). Cela montre 
donc que ip G "^(A), comme attendu. □ 



Puisque n et Pos sont continues et vérifient vr o Pos = ldv*/Ryo, induit un 
homéomorphisme sur son image. D'oii (a). 
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L'assertion (b) découle du lemme suivant (qui est une conséquence immédiate de 
l'équivalence entre (1) et (3) dans le lemme [Z6ll et de 12.121 : 

Lemme 2.15. Soit E une partie finie de A telle que '^{E) ^ 0. 
Alors y{E) ^ 0. 

La preuve de la proposition 12.111 est terminée. □ 
Nous allons maintenant étudier les propriétés topologiques des applications î^. 

Proposition 2.16. Soit (f & V* et supposons (p ^ 0. Alors : 
(a) Pi =i^{^os{Kei^\^)) =tx-\^). 

^ ouvert de ^os{K) 
Pos((/j)e'2< 

(d) iq, est continue et induit un homéomorphisme sur son image. 

Démonstration, (a) Notons l'image de i^p. On a alors, d'après le lemme [TTÏÏl 
(*) = {X G ^os(A) I Pos+(y?) Ç X}. 

Si ^ est un ouvert contenant Pos((/9), alors il existe une partie finie E de A\Pos(v?) 
telle que '^{E) Ç . Mais, si X est dans l'image de z<^, alors X Ç Pos((y9), donc 
X r\ E = 0. Et donc A e ce qui montre que 

Ç fl ^. 

ouvert de .3^os{ A) 

Pos(>/?)gf/ 

Montrons l'inclusion réciproque. Soit X G ^os(A) tel que X ^ I^. Posons = 
7r(A). Alors ^ Ç> donc, d'après la preuve du théorème 11. llj il existe A G A tel que 
(y9(A) < et ip{\) > 0. On a donc, d'après le lemme fL9l X ^ ^{X). D'autre part, 
Pos(y?) G '^(A). D'où (a). 

Montrons (b). On note : I^p ^ !^os{K.enp\is), X \^ X r\ Kery9|A. D'après 
la proposition 11.131 tt^ est la bijection réciproque de i^ : ^os(Ker (^^Ia) I^. Il 
nous faut donc montrer que iç, et tt^ sont continues. Si F est une partie finie de 
Ker9?|A, nous noterons 'W(p{F) l'analogue de l'ensemble '^(F) défini à l'intérieur de 
,^os(Ker (^|a)- 

Soit E une partie finie de A. Nous voulons montrer que i'^^{^{E)) est un ouvert 
de ^os{Keiip\A). S'il existe A G -E tel que Lp{\) > 0, alors (E) n = (voir 
(*)). On peut donc supposer que V'(A) ^0 pour tout A G -E. Il est alors facile de 
vérifier que 

t^\'^iE)) = %{EnKeTip\A). 

Donc i^ est continue. 
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Soit F une partie finie de ¥y.ei ip\x- Alors 

Ti^\%{F)) = '^{F)ni^. 

Donc 7r<^ est continue. □ 

Nous allons résumer dans le théorème suivant la plupart des résutats obtenus dans 
cette sous-section. 

Théorème 2.17. Supposons A 7^ et soit Lp eV* , Lp 

(a) â^os{h) est connexe. Il n'est pas séparé s^ A 7^ 0. 

(b) Les applications tt : ^os(A) V* et Pôs : l^7M>o 0^os{K) sont 
continues et vérifient tt o Pos = Idv /r>o . 

(c) Pos induit un homéomorphisme sur son image ; cette image est dense dans 
^os{k). 

(d) 7r^^((y9) est l'intersection des voisinages de Pos((y9) dans ^os{A). 

(e) est un homéomorphisme. 



3. Arrangements d'hyperplans 

L'application continue Pos : V* â^os{h) a une image dense. Nous allons 
étudier ici comment se transpose la notion d'arrangement d'hyperplans (et les objets 
attachés : facettes, chambres, support...) à l'espace topologique ^os(A) à travers 
Pos. Cela nous permettra d'énoncer les conjectures sur les cellules de Kazhdan- 
Lusztig sous la forme la plus générale possible [H Conjectures A et B]. 

S.A. Sous-espaces rationnels. Si E est une partie de A, on pose 

^{E) = {x e ^os{A) \ Ecxn i-x)}. 

Si cela est nécessaire, nous le noterons ^^{E). On appelle sous-espace rationnel de 
^os(A) toute partie de 0^os{X) de la forme ^{E), où E est une partie de A. Si 
A G A\{0}, on notera J^x le sous-espace rationnel =âf ({A}) : un tel sous-espace 
rationnel sera appelé un hyperplan rationnel. Notons que 

(3.1) ^os(A) = '^(A)Ù^aÙ'^(-A). 

La proposition suivante justifie quelque peu la terminologie : 

Proposition 3.2. Soit E est une partie de A. Notons A{E) le sous-réseau A fl 
YlxeE^'^ ^ "^^^^ ctb : A — s> A/ A{E) l'application canonique. Alors : 

{a)^{E)= Pi J€'x = {X e ^os{A) \ A{E) ÇX}. 
xeE\{o} 

(b) ^{E) est fermé dans 0^os{A). 
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(c) Pos-\^{E)) = eV* \ W Xe E, (^(A) = 0} = E^. 

(d) F^{tt{^{E)) Ç ^{E). 

(e) P^~\^ {E)) =7i{^{E)). 

(f) ^{E) = Pos(Pos-^(if (E))) . 

(g) L'application a*^ : ^os{K/ K{E)) i^os{K) a pour image ^{E) et induit 
un homéomorphisme ^os(A/A(£')) ^{E). 

Démonstration. La première égalité de (a) est immédiate. La deuxième découle de 
la proposition 11.31 (c). (b) découle de (a) et de 13. 1[ (c) est tout aussi clair. 

(d) Si X G P^(7r(^(E)), alors il existe Y G ^{E) tel que X = P^(7r(r)). 
Posons ^ = 7t{Y), où g V*. Alors E ÇYn {-Y) et Y Ç Pos{<^). Or, <^{X) = si 
A G y n donc X = Pos(y?) G ^{E). 

(e) D'après (d), on a 7r{A(E)) Ç Pos ^{Jf{E)). Réciproquement, soit (p un 
élément de Fos~\^{E)), alors Ç> = n(P^{ç>)) G 7i{^{E)). D'où (e). 

(f) Notons = Pos(Pos-^(if(E))). On a Ç ^(E) donc il découle du 
(a) que ^ ^{E). Réciproquement, soit F une partie finie de A telle que 
'^{F) = 0- Nous devons montrer que '^{F) H ^{E) = 0. Or, le fait que 
'^{F) n ^E = est équivalent à l'assertion suivante (voir (c)) : 

y ^ee^, V a g F, <^(A) ^0. 

Or, si (y9 G E^, alors — G -E"*", ce qui implique que : 

V G E^, V A G F, ip{X) = 0. 

En d'autres termes, F Ç (E^)^ n A = A(F). Mais, si X G if (F), alors A(F) Ç X 
d'après (a). Donc X ^ ^{F), comme espéré. 

(g) Le fait que l'image de soit ^{E) découle de (a). D'autre part, a'^ est 
continue d'après la proposition 12.101 Notons 

7b: ^{E) — > ^os{A/A{E)) 
X I — y X/A{E). 

Alors 'Je est la réciproque de a'^. Il ne nous reste qu'à montrer que •je est continue. 
Soit donc F une partie finie de A/A (F) et notons F un ensemble de représentants 
des éléments de F dans A. On a 

1ê\'^a/me){F)) = {Xe ^{E) I V A G F, A ^ X/A{E)} 

= {X e ^os{A) I A(F) ÇXetVAGF, A^ X/A(F)} 

= {X G ^os(A) I A(F) Ç X et V A G F, A ^ X} 

= {Xg^(F) I VAgF, A^X} 

= ^(F)n^A(F). 
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Donc '^E^^tvikiE)) est un ouvert de ^{E). Cela montre la continuité de ^e- D 

3.B. Demi-espaces. Soit un hyperplan rationnel de ^os{A) et soit A G A\{0} 
tel que = D'après 13.11 l'hyperplan M' nous définit une unique relation 

d'équivalence sur <^3^os(A) pour laquelle les classes d'équivalence sont '^(A), 
et ^{—X) : notons que cette relation ne dépend pas du choix de A. De plus : 

Proposition 3.3. M' est un fermé de <^os(A) et '^(A) et [—X) sont les com- 
posantes connexes de /^os{A) \ Jif. De plus 



Démonstration. La dernière assertion est un cas particulier du corollaire 12.71 



Montrons pour finir que ^ (A) est connexe. Soient et deux ouverts de (A) 
tels que '^(A) = ^ U ^- Alors 



MaisPos"^(^(A)) = {ip e V* \ ip{\) < 0}. Donc Pos~^(^(A)) est connexe. Puisque 
Pos est continue, cela implique que Pos^^('^) = ou Pos~^('^) = 0. Le lemme 



Si X G ^os(A), nous noterons ^jfr^{X) la classe d'équivalence de X sous la 



relation . Il résulte de la proposition 13.31 que ^^(X) est une réunion de classes 
d'équivalences pour 

3.C. Arrangements. Nous travaillerons désormais sous l'hypothèse suivante : 

Fixons maintenant, et ce jusqu 'à la fin de cette section, un ensemble 
fini 21 d'hyperplans rationnels de S^osi^K). 

Nous allons redéfinir, dans notre espace ^os(A), les notions de facettes, chambres 
et faces associées à 2t, de façon similaire à ce qui se fait pour les arrangements 
d'hyperplans dans un espace réel [2i Chapitre V, §1]. Les propriétés des applications 
71 et Pos établies précédemment permettent facilement de démontrer les résultats 
analogues. 

Nous définissons la relation sur ^os(A) de la façon suivante : si X et F sont 
deux éléments de ^os{A), nous écrirons X -^(^ F si X -^^^ Y pour tout G 21. 
Nous appellerons facettes (ou ^-facettes) les classes d'équivalence pour la relation 



<^(A) = ^(A) U^A 



Pos-^(^(A)) = Pos-^(^) ]JPos-^(r). 
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-^a- Nous appellerons chambres (ou ^-chambres) les facettes qui ne rencontrent 
aucun hyperplan de 21. Si ^ est une facette, nous noterons 

avec la convention habituelle que = ^os{K) si est une chambre. Nous 

l'appellerons le support de ^ et nous appellerons dimension de ^ l'entier 

dim^ = dimMPos-^(if2i(^))- 

De même nous appellerons codimension de ^ l'entier 

codim ^ = dimiR V — dim 

Avec ces définitions, une chambre est une facette de codimension 0. 

Proposition 3.4. Soit ^ une facette et soit X G Alors : 
(a) ^= fl ^^.(X). 

(c) ^ est la réunion de et de facettes de dimension strictement inférieures. 

(d) Si I^' est une facette telle que ^ = ^ , alors ^ = . 

Démonstration, (a) est une conséquence des définitions. Montrons (b). Posons 

2ti = G 21 I ^ Ç ^} 

2I2 = 2t\2li. 

Pour tout M' G 21, on fixe un élément A(^) G A tel que ^ = ^\[,^-) : si de plus 
G 2I2, on choisit de sorte que ^ Ç On pose 

= {X{J^) I G 2li}. 

Par conséquent. 

Puisque =âf est fermé, ^ est aussi l'adhérence de ^ dans =5f . En utilisant alors 
l'homéomorphisme a^^ : J^os{A/ A{Ei)) — ^ ^ de la proposition 13.21 (g), on se 
ramène à calculer l'adhérence de dans <^^os(A/A(£^i)). Mais 

Or, d'après le corollaire \2.7\ on a 

'^A/A(i?i)(^i?i(^2)) = <^Os(A/A(Ei)) \ ( U ^A/A(iî,)(t^i?i(-A))). 
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Par conséquent, 

:F = ^ncr^^(^os(A/A(i?i))\ ( U ^MK(E,){<yEA-^)))), 

et donc 

:^ = ^n(f| (^oKA)\^a(-A)) = fl '¥^~(x), 

AG-E2 AeEiUE2 

comme attendu. 

Montrons maintenant (c). D'après (b), ^ est bien une réunion de facettes. Si 
de plus est une facette différente de ^ et contenue dans l'assertion (b) 
montre qu'il existe G Sta tel que ^' Ç JT. Donc ^' Ç ^^{^) f] J^f, et 
dimPos-^(^2t(^) njr) = dimPos-^(^2i(^)) - 1. D'où (c). 

L'assertion (d) découle immédiatement de (c). □ 

On définit une relation =^ (ou ^21 s'il est nécessaire de préciser) entre les facettes : 
on écrit ^ ^ si ^ Ç ^ (c'est-à-dire si ^ Ç ^ ). La proposition 13. 41 (d) montre 
que : 

Corollaire 3.5. La relation ^ entre les facettes est une relation d'ordre. 
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